Clasa a X-a

Problema 1. Aritati cd, daca z este un numér complex, atunci |1+ z|+ |14 2+ 22| > 1.
Cand are loc cazul de egalitate ?
Laurentiu Panaitopol

Solutie. Daca |z| > 1, atunci |1+ 2|+ [1+ 2+ 22 >[I+ 2+ 22— (1+2)| =% > 1.

.................................................................................... 2p
Daca |z| < 1, atunci [1+ 2| + |1+ 2+ 22| > [1+2|+1—|z+ 22| =1+ 1 +2|(1—|2]) > 1.
.................................................................................... 2p
Egalitatea are loc cand |1+ 2+ 22| = 1 — |2+ 22| si [1+2|(1 — |2]) = 0. Una din situatiile
in care aceasta se Intampla este daca z = —1 ...t 1p

Cealalta situatie are loc cand |z| = 1, z + 22 are argumentul 7 si |2z + 22| < 1. Notéand
a = arg z, aceasta revine la sina + sin2a = 0 si cosa + cos2a < 0. Cum sina + sin 2a =

sina(1l + 2cosa), rezulta posibilitatile sina = 0,cosa = —1, corespunzand lui z = —1, si
cosa = —%, corespunzand lui z = —% + i§ ........................................... 2p
x+1

Problema 2. Rezolvati in multimea numerelor reale nenule ecuatia n® +n = =
n(n+1), unde n € N, n > 3, impar.
Petre Gutescu, Tulcea

Solutie. Pentru 2 < 0 nu avem solutii, caci n®" + nte <npdppl=14n< n(n+1).

.................................................................................... 2p
Pentru x > 0, ecuatia se scrie n*" +n - nr = nn41) o 1p
In baza inegalitatii mediilor, obtinem
n 1 n 1 1 1
n* +n-nzr=n" +nz+nz+...+nz >
n ori
n+1 1 1
>(n+1) nT" . nw -nw ne =
T Oor1
...................................................................................... 2p
n41 n ntl ntl/ m. 1
=(n+1) \n® toteetr > (n+1) p TV E (n+1).
Agadar ecuatia data este caz de egalitate in girul anterior de inegalitati, adicd z™ = %,
deCl T = L .o 2p

Problema 3. Vom spune ca o functie f : Z — R este rapida daca are proprietatea ca
4f(n) = f(n—1)+ f(n+ 1), oricare ar fi n € Z.

a) Aratati ca exista functii care sunt rapide si strict crescatoare.

b) Aratati cad dacd o functie rapida f ia valori egale in doua puncte distincte, atunci
exista o infinitate de perechi de puncte distincte a,b € Z astfel incat f(a) = f(b).

Solutie. a) Este suficient sa gasim o functie f cu f(0) = 0 si strict crescatoare pe N (in
acest caz obtinem f(—z) = —f(z),Ve € Z si rezulta ca f este strict crescatoare pe Z).



Pentru aceasta, daca luam f(1) = a > 0, atunci f(2) = 4a > 3f(1) > 0 si aratam
inductiv c& f(n+1) > 3f(n) > 0,Vn € N (ceea ce asigurd monotonia lui f): daca f(n) >
3f(n—1) >0, atunci f(n+ 1) =4f(n) — f(n—1) >4f(n) — %f(n) >3f(n) >0

b) Sa presupunem ca f(m) = f(n), m < n. Consideram functia g : Z — R, g(z) =
f(x +m) — f(n — x); observam imediat ca g este rapida si g(0) = g(n — m) = 0. Daca
presupunem prin absurd ca g(1) # 0, atunci rationamentul precedent arata ca g este strict
monotona (crescatoare, daca g(1) > 0 si descrescatoare daca g(1) < 0) — contradictie cu
9(0) = gn —m).

Astfel g este identic nula, deci f(z+m)=f(n—x),Ve €EZ.....ccoiiiiiiiiiii.. 4p

Observatie. O alta abordare se poate baza pe faptul ca valorile unei functii rapide verifica
o recurent liniara, deci f este ,,de forma” f(z) = A(2 + V3)* + B(2 — v/3)%, unde A, B
sunt constante.

Problema 4. Rezolvati in R sistemul de ecuatii

20
Vsin? z + ctg?z + 1+ y/cos?y + tg2y + 1 =,/ _:U
rry

20
Vsin?y + ctg2y + 14 J/cos?x + tg2e + 1 = Y
rT+y
NG
Solutie. Produsul membrilor drepti ai ecuatiilor este P = 20 +y <10
TTy

Observam apoi, folosind inegalitatea CBS, ca

2
1
(sin® z + ctg?z + 1)(cos® x + tg?x + 1) > ( |sinzcos | + ———— | .
| sin x cos x|
Cum |sinz cosz| = 1[sin2z| < % si functia t — ¢+ 1 este strict descrescitoare pe (0,1),
;02 2 2 2 1\2 _ 2

deducem (sin®z 4 ctg®z + 1)(cos” z +tg°z + 1) > (2+ 5)° = % )

.................................................................................... p

Folosind inegalitatea mediilor si relatia precedenta, produsul membrilor stangi ai celor
doua ecuatii este

P> 4</(sin2 x + ctg?x 4 1)(cos? x + tg2x + 1)(sin? y + ctg?y + 1)(cos? y + tg2y + 1) > 10

Astfel, egalitatile nu pot avea loc decat daca x = y si | sin 22| = 1, ceea ce duce la solutiile



